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Tato bakalářská práce se zabývá odvozením pohybových rovnic pro dynamickou soustavu
letadla. Rovnice za předpokladu ustáleného přímočarého letu s malými odchylkami mů-
žeme linearizovat a uplatnit teorii řízení. Výsledkem práce je vedle teoretické stránky
také simulace pohybové odezvy na změnu polohy řídících prvků v prostředí MATLAB
& Simulink u dvou vybraných letadel.
Abstract
This bachelor thesis deals with an analysis of the equations of motion for aircrafts.
The equations could be linearized by assuming the steady state flight with small per-
turbations so that we can use the theory of control. The result of the thesis besides
a theoretic aspect is a simulation of motion response due to change of control terms
position in MATLAB & Simulink for two particular airplanes.
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1 Úvod
Tato práce se zabývá problematikou dynamiky letu, čímž obvykle rozumíme relativně
krátký časový úsek pohybu letadel během odezvy na řídící prvky (křidélka, výškovka,
směrovka, tah motorů), nebo na vnější podněty jako např. atmosférické turbulence. Za-
měříme se pouze na odezvy na malé odchylky od ustáleného přímočarého letu, reakce
na velké odchylky jsou nelineární a jejich rozbor by přesahoval rozsah práce. Dynamické
chování letadel je popsáno jejich stabilitou vůči řídícím prvkům. Určování stability sys-
tému se věnovat nebudeme, ale na uvedených příkladech si stabilitu demonstrujeme.
Historie tohoto tématu sahá do počátků dvacátého století, kdy byly publikovány práce
G. H. Bryana a F. W. Lanchestera, které položily základy bezpečnému létání. Lancheste-
rova práce založená na experimentech je jednoduchá, co se teoretické stránky týče, a dobře
prakticky uplatnitelná. Bryan ve své převážně matematické práci odvodil základní tvar
pohybových rovnic pro letadla se šesti stupni volnosti, jeho práce je dodnes v různých
obměnách používána.
Práce čerpá především z pramenů [1], [7] a je rozčleněna do čtyř základních kapitol.
Druhá kapitola se zabývá odvozením pohybových rovnic v daném inerciálním systému
pro letadlo, které považujeme za tuhé těleso. Při odvozování vycházíme z 2. Newtonova po-
hybového zákona. Získané vektorové rovnice převedeme do souřadného systému spojeného
s letadlem a rozepíšeme do složek. Je zde také zmíněna kinematika problému, tedy popis
polohy a orientace letadla vůči zemi. Třetí kapitola je zaměřena na linearizaci odvozených
diferenciálních rovnic. Základní myšlenkou linearizace je uvažování pouze malých odchy-
lek od ustáleného přímočarého letu. Síly a momenty působící na letadlo linearizujeme ná-
hradou Taylorovým polynomem 1. stupně. Poté soustavu rovnic separujeme na soustavu
podélnou a příčnou, což nám umožní určit odezvy na řídící prvky v jednotlivých rovinách.
Pro účely řešení odvozených soustav rovnic ještě uvádíme popis dynamického systému le-
tadla ve stavovém prostoru, jedná se o převedení soustav do vhodného maticového tvaru.
Čtvrtá kapitola se zabývá metodami řešení soustavy linearizovaných diferenciálních rov-
nic pomocí teorie řízení. Metody jsou nejdříve uvedeny obecně, a potom jsou aplikovány
na separované soustavy diferenciálních rovnic. V páté kapitole jsou uvedeny konkrétní
modelové příklady, ve kterých jsou použity odvozené poznatky, a jejich simulace v pro-
středí MATLAB & Simulink. V dodatcích k práci je uveden teoretický a matematický
aparát potřebný k pochopení čtvrté kapitoly.
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2 Pohybové rovnice letu
2.1 Základní vztahy
Dříve, než se budeme věnovat matematickému modelu pohybu letadla, je nutné zavést
základní souřadný systém, ve kterém budou pohybové rovnice uvedeny. Poloha a orientace
letadla v prostoru je popsána šesti parametry vztaženými ke zvoleným osám (3 parametry
určují souřadnice polohy těžiště, 3 vyjadřují úhly rotace vzhledem k těžišti letadla).
Zavedeme pravotočivý, pravoúhlý, inerciální souřadný systém xeyeze pevně spojený
se zemí, přičemž rotaci Země můžeme vůči rychlosti pohybu letadla zanedbat, neboť její
rychlost je malá.
Hmotu letadla považujeme za spojitě rozloženou do elementárních částí dm = ρ dV ,
kde dV je objemový element letadla, ρ je objemová hustota hmotnosti letadla. Polohu
elementárních částí v souřadném systému xeyeze určuje vektor r˜ (Obrázek 1). Letadlo
považujeme za tuhé těleso, jednotlivé části hmoty mezi sebou tedy mají konstantní vzdá-
lenost s výjimkou rotačních částí letadla (vrtule, turbína motoru, atd.), vliv jejich rotace
budeme zanedbávat.





Předpokládáme, že se hustota s časem nemění, tj. dρdt = 0. Zanedbáváme tedy pohyb
paliva v nádrži při letu. Tomuto pohybu se při návrhu letadel zabraňuje přepážkami.
Z tohoto předpokladu plyne, že hmotnost letadla m bude také v čase konstantní. Zároveň
ale můžeme považovat hmotnost za konstantní, protože se zabýváme relativně krátkým
časovým úsekem pohybu letadel, během kterého se hmotnost letadla téměř nemění.
Věnujme se nyní dynamice problému, tj. odvození pohybových rovnic. Při odvozování
rovnic vycházíme z 2. Newtonova pohybového zákona. Tento zákon definuje sílu, která



















kde H = mdr˜dt je vektor hybnosti a
dr˜
dt je vektor okamžité rychlosti vztažený k inerciálnímu
souřadnému systému xeyeze.
Každá částice hmoty je podrobena působení gravitační síly. Gravitační sílu vyjádříme
jako ρ · g, kde g je gravitační zrychlení, které je orientováno ve směru osy ze. Částice
na povrchu letadla jsou navíc podrobeny působení vnějších sil, které popisuje hustota
sil f .
















Vynásobíme-li vektorově působící síly vektorem r˜ zleva a provedeme-li opět integraci


























Obrázek 1: Použité souřadné systémy
Upravme nyní pohybové rovnice (2.1) a (2.2) pomocí rozkladu vektoru r˜:
r˜ = rc + r, (2.3)
kde rc je polohový vektor bodu C a r je polohový vektor dm vzhledem k bodu C (Obrá-





Odtud ihned plyne: ∫
V
rρ dV = 0. (2.4)
Přepišme levou stranu rovnice (2.1) za použití vztahů (2.3), (2.4) a toho, že vektor rc je

















































Dosadíme (2.3) do (2.2), rozepíšeme vše do jednotlivých členů a využitím vlastností






r˜× v˜ρ dV =
∫
V
v˜ × v˜ρ dV +
∫
V
r˜× ˙˜vρ dV =
∫
V




rc × v˙cρ dV +
∫
V
rc × v˙ρ dV +
∫
V
r× v˙cρ dV +
∫
V
r× v˙ρ dV =
= (rc × v˙c)
∫
V






rρ dV × v˙c +
∫
V
r× v˙ρ dV =
= rc ×mv˙c + o + o +
∫
V
r× v˙ρ dV = rc ×mg + rc × F +
∫
V
r× v˙ρ dV =








rc × gρ dV +
∫
V
r× gρ dV +
∫
S
rc × fdS +
∫
S







rρ dV × g + rc × F +
∫
S



























ρ dV = M. (2.7)
Tato rovnice vyjadřuje, že změna momentu hybnosti je rovna součtu vnějších momentů
působících na letadlo. Integrál přes objem na levé straně rovnice je funkcí času. S tímto
integrálem je nepříjemné pracovat, a proto se ho budeme snažit eliminovat. To nám umožní
přechod z inerciálního souřadného systému xeyeze do systému spojeného s letadlem.
13
Vektor ve dvou souřadných systémech
Vektory z Euklidovského prostoru E3 je někdy nutno transformovat z jedné souřadnicové








Pro transformaci potřebujeme matici směrových kosinů, která určuje rotaci mezi souřad-
nými systémy Oe a Ob:
vb = Lbeve, Lbe =
 cos(^xexb) cos(^xeyb) cos(^xezb)cos(^yexb) cos(^yeyb) cos(^yezb)
cos(^zexb) cos(^zeyb) cos(^zezb)
 ,
kde ^xexb je úhel mezi osou x souřadného systému Oe a osou x souřadného systému Ob.
Význam ostatních úhlů v matici je analogický.
Vztahy pro inverzní transformaci jsou:
ve = Lebvb, kde Leb := L−1be .
Protože ve a vb jsou stále vyjádřeními stejného vektoru v různých souřadných systémech,
zůstává velikost vektoru zachována, tzn.:
|v|2 = vTb vb = vTe LTbeLbeve = vTe ve.
Z této rovnosti dostáváme podmínku ortogonality transformační matice:
LTbeLbe = I,
kde I je jednotková matice. Dále:
[det(Lbe)]2 = 1 ⇒ det(Lbe) = 1.




Pozorujeme-li současně vektor v v souřadných systémech Oe a Ob, kde Oe je pevný sou-








již nejsou vyjádření téhož vektoru, ale jsou to dva různé vektory:
ve = Lebvb ⇒ v˙e = Lebv˙b + L˙ebvb.








Zároveň však musí platit (Obrázek 2):
v˙e = ωe × ve ⇒ L˙ebvb = ωe × ve. (2.8)
Vektorový součin lze vyjádřit maticově:
u× v = Uv, kde U =
 0 −uz uyuz 0 −ux
−uy ux 0
 ,
matice U je antisymetrická, tzn. platí UT = −U. Pokud tohoto vyjádření využijeme
ve vztahu (2.8) a dosadíme ve = Lebvb dostaneme:
L˙ebvb = Ωe(Lebvb) = (ΩeLeb)vb ⇒ L˙eb = ΩeLeb ⇒ Ωe = L˙ebLbe. (2.9)
Nyní prověříme opačnou situaci. Pevným souřadným systémem bude Ob a Oe rotuje vzhle-
dem k Ob úhlovou rychlostí −ω. Tuto situaci popisují vztahy:
v˙b = Lbev˙e + L˙beve ⇒ L˙beve = −ωb × vb = −Ωbvb = −ΩbLbeve.
Odtud:
L˙be = −ΩbLbe ⇒ L˙Tbe = (−ΩbLbe)T = LebΩb. (2.10)
Dosazením (2.10) do (2.9) dostáváme:
Ωe = LebΩbLbe. (2.11)
Celkově máme dva vztahy:
v˙e = Lebv˙b + ωe × ve, (2.12)
v˙b = Lbev˙e − ωb × vb. (2.13)
Vynásobením (2.12) zleva maticí Lbe a užitím (2.11) dostáváme tvar vhodný pro aplikaci:
Lbev˙e = v˙b + ωb × vb. (2.14)
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Pokud tedy provedeme derivaci vektoru v pevném souřadném systému Oe a následně
ji převedeme do rotačního systému Ob, získáme stejný výsledek, jako když provedeme
derivaci vektoru v rotačním souřadném systému Ob a přičteme člen ωb × vb.
Souřadný systém Oe bude v dalším již uvedený inerciální souřadný systém xeyeze
pevně spojený se zemí. Souřadný systém Ob bude libovolný, pravotočivý, pravoúhlý, ne-
inerciální souřadný systém xyz pevně spojený s letadlem (body). Počátek systému umí-
stíme do těžiště letadla C (Obrázek 1). Obvykle se souřadné osy systému Ob volí shodně
s geometrickými osami letadla. Někdy je účelné je volit vhodněji s ohledem na stabilitu
letu. Osa x se volí rovnoběžně s vektorem celkové rychlosti letadla. Tyto souřadné osy
se označují jako osy stability (xsyszs na Obrázku 3). Transformační vztahy pro přechod







Obrázek 3: Osy stability
Budeme transformovat polohový vektor r a jeho derivace. Transformační vztah (2.14)
použijeme pro pohybové rovnice (2.5) a (2.7). Pohybovou rovnici (2.5) v inerciálních
souřadnicích Oe označíme pro lepší přehlednost transformace:
mv˙ce = Fe.
Rovnici převedeme do souřadného systému Ob:
mLbev˙ce = LbeFe.
Na levou stranu rovnice aplikujeme transformační vztah (2.14):
m(v˙cb + ωb × vcb) = Fb.
Všechny veličiny jsou nyní v souřadném systému Ob, index b již tedy vynecháme:
m(v˙c + ω × vc) = F. (2.15)






re × veρ dV = Me ⇒
∫
V
re × v˙eρ dV = Me.
Rovnici převedeme do souřadného systému Ob:1∫
V






rb× (v˙b +ωb× vb)ρ dV = LbeMe = Mb.
1První uvedenou operaci je možné provést, protože matice Lbe je ortogonální. Obecně pro matici A,
která není ortogonální, a vektory u, v platí A(u× v) 6= Au×Av.
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Protože platí:




(Lber˙e) = r¨b + ω˙b × rb + ωb × r˙b,
dostaneme: ∫
V
rb × (r¨b + 2ωb × r˙b + ω˙b × rb + ωb × (ωb × rb))ρ dV = Mb.
Derivace r˙b = r¨b = 0 jsou v souřadném systému Ob nulové. Všechny veličiny jsou nyní
v souřadném systému Ob, index b již tedy vynecháme:∫
V
r× (ω˙ × r + ω × (ω × r))ρ dV = M (2.16)
Jediná časová derivace obsažená v rovnici (2.16) je úhlové zrychlení letadla ω˙, které je ne-
závislé na integraci přes objem, protože náleží (stejně jako ω) k systému Ob. To znamená,
že integrál přes objem už není funkcí času, byl eliminován transformací ze systému Oe
do systému Ob. Rovnice (2.15) a (2.16) jsou vektorové pohybové rovnice pro letadlo a jsou
vztaženy k systému Ob.
2.2 Pohybové rovnice ve složkách
Vyjádření vektorů z rovnic (2.15) a (2.16) ve složkách:
F = iX + jY + kZ, (2.17)
kde i, j, k jsou jednotkové vektory ve směru os x, y, z. X, Y a Z jsou složky vnější síly.
M = iL+ jM + kN, (2.18)
kde L, M a N jsou složky vnějšího momentu.
ω = iP + jQ+ kR, (2.19)
kde P , Q a R jsou složky úhlové rychlosti. P je tzv. úhlová rychlost klonění (roll), Q je
úhlová rychlost klopení (pitch) a R je úhlová rychlost zatáčení (yaw).
vc = iU + jV + kW, (2.20)
kde U , V a W jsou složky rychlosti. U je rychlost vpřed (forward), V je boční rychlost
(side) a W je rychlost sestupu (downward).
r = ix+ jy + kz, (2.21)





















Obrázek 4: Složky F a M Obrázek 5: Složky ω a vc
Pomocí vztahů (2.17)–(2.21) je možné vyjádřit rovnici (2.15) ve složkách:
m(U˙ − V R +WQ) = X,
m(V˙ + UR−WP ) = Y,
m(W˙ − UQ+ V P ) = Z.
(2.22)
Levou stranu rovnice (2.16) rozepíšeme:2
∫
V










r× ω(ω.r)ρ dV −
∫
V










r(r.ω˙)ρ dV = (iP˙ + jQ˙+ kR˙)
∫
V




(ix+ jy + kz)(xP˙ + yQ˙+ zR˙)ρ dV = i[P˙
∫
V




xyρ dV − R˙
∫
V
xzρ dV ] + j[Q˙
∫
V







yzρ dV ] + k[R˙
∫
V
(x2 + y2)ρ dV − P˙
∫
V





2Použijeme vzorec pro dvojný vektorový součin a× (b× c) = (a · c) · b− (a · b) · c.
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Integrály v rovnici (2.24) představují momenty setrvačnosti a deviační momenty.
Moment setrvačnosti k ose x: Ixx =
∫
V
(y2 + z2)ρ dV.
Moment setrvačnosti k ose y: Iyy =
∫
V
(x2 + z2)ρ dV.
Moment setrvačnosti k ose z: Izz =
∫
V
(x2 + y2)ρ dV.






















Momenty setrvačnosti výrazně ovlivňují dynamickou stabilitu letadla. V předběžných ná-
vrzích letadla je dobré mít představu, v jakém rozmezí se momenty setrvačnosti pohybují.
K těmto účelům se pro konkrétní letadla vypracovávají grafy, ukázka např. v [1].






= i(P˙ Ixx − Q˙Ixy − R˙Ixz) + j(Q˙Iyy − P˙ Ixy − R˙Iyz) + k(R˙Izz − P˙ Ixz − Q˙Iyz).
(2.26)
Dále si vyjádříme třetí člen pravé strany rovnice (2.23) za použití (2.25):∫
V
r× ω(ω.r)ρ dV =
∫
V
(ix+ jy + kz)× (iP + jQ+ kR)(Px+Qy +Rz)ρ dV =
= i[IxyPR + Iyz(R2 −Q2)− IxzPQ+RQ(Izz − Iyy)]+
+ j[(Ixx − Izz)PR + Ixz(P 2 −R2)− IxyQR + IyzPQ)]+
+ k[(Iyy − Ixx)PQ+ Ixy(Q2 − P 2) + IxzQR− IyzPR)].
(2.27)
Pro zjednodušení rovnic uvážíme fakt, že většina letadel má rovinu symetrie. Obvykle
je rovinou symetrie rovina xz, tedy Ixy = Iyz = 0. Potom zjednodušené (2.26) a (2.27)
dosadíme do (2.23) a pro každou složku píšeme rovnici:
IxxP˙ − IxzR˙− IxzPQ+ (Izz − Iyy)RQ = L,
IyyQ˙+ (Ixx − Izz)PR + Ixz(P 2 −R2) = M,
IzzR˙− IxzP˙ + (Iyy − Ixx)PQ+ IxzQR = N.
(2.28)
Rovnice (2.22) a (2.28) tvoří soustavu šesti diferenciálních rovnic o šesti neznámých
(U, V, W, P, Q, R), kterou zatím není možné vyřešit, protože gravitační sílu jsme
schopni určit pouze vzhledem k souřadnému systému pevně spojenému se zemí Oe. Proto
musíme popsat polohu letadla vzhledem k zemi a připojit kinematické rovnice, které určí
vztah mezi již uvedenými neznámými a neznámými popisujícími polohu letadla vůči zemi.
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2.3 Orientace letadla vzhledem k zemi
K popisu orientace letadla vzhledem k zemi stačí popsat orientaci souřadného systému xyz
vzhledem k systému xeyeze. Pro zjednodušení popisu si posuneme (orientace os zůstávají
zachovány) systém xeyeze tak, aby jeho počátek splýval s těžištěm letadla C, a posunutý
systém přejmenujeme na x1y1z1 (Obrázek 6).
Rotaci xyz vůči x1y1z1 popíšeme namísto devíti směrových kosinů pomocí tří sousled-
ných rotací. Důraz klademe na pořadí provedení rotací, které je velmi důležité, protože
tyto rotace nejsou komutativní a záměnou pořadí bychom dostali různé konfigurace polohy
letadla.
Pořadí a popis aplikovaných rotací:
1. Souřadný systém x1y1z1 se otočí kolem osy z1 o úhel Ψ v kladném směru otáčení.
Tím vznikne souřadný systém x2y2z2. Úhel Ψ nazveme úhlem vybočení (yaw).
2. Souřadný systém x2y2z2 se otočí kolem osy y2 o úhel Θ v kladném směru otáčení. Tím
vzniká souřadný systém x3y3z3. Úhel Θ nazveme úhlem podélného sklonu (pitch).
3. Souřadný systém x3y3z3 se otočí kolem osy x3 o úhel Φ v kladném směru otáčení.
Tím vzniká souřadný systém xyz pevně spojený s letadlem. Úhel Φ nazveme úhlem
příčného náklonu (roll).
Úhly Ψ, Θ a Φ se označují jako Eulerovy úhly. Úhly, kladný směr otáčení a souřadné


















Obrázek 6: Eulerovy úhly
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2.4 Kinematika letu
Pro transformaci vektoru v mezi souřadnými systémy uvedenými v předchozí podkapitole
použijeme následující transformační vztahy, tvary ortogonálních matic transformací si
můžeme ověřit pomocí Obrázku 6. vx2vy2
vz2
 =





kde vx1 , vy1 , vz1 jsou složky vektoru v v souřadném systému x1y1z1 a vx2 , vy2 , vz2 jsou
složky vektoru v v souřadném systému x2y2z2. vx3vy3
vz3
 =
 cos Θ 0 − sin Θ0 1 0




kde vx3 , vy3 , vz3 jsou složky vektoru v v souřadném systému x3y3z3. vxvy
vz
 =
 1 0 00 cos Φ sin Φ




kde vx, vy, vz jsou složky vektoru v v souřadném systému xyz. Dosazením (2.30) do (2.31)
a následně dosazením (2.29) do (2.30) dostáváme: vxvy
vz
=
 1 0 00 cos Φ − sin Φ
0 sin Φ cos Φ
 cos Θ 0 sin Θ0 1 0
− sin Θ 0 cos Θ










Víme, že systémy x1y1z1 a xeyeze jsou rovnoběžné, proto je matice Lbe transformační
maticí pro přechod ze systému Oe do Ob.
Potřebujeme určit rovnice popisující vztah mezi složkami úhlové rychlosti P, Q, R
v souřadném systému xyz a Eulerovými úhly. Úhlová rychlost je vyjádřena vztahem:
ω = iP + jQ+ kR. (2.33)
Protože ω souvisí s časovými změnami Ψ˙, Θ˙ a Φ˙, můžeme ji vyjádřit:
ω = k1Ψ˙ + j2Θ˙ + i3Φ˙ = k2Ψ˙ + j3Θ˙ + iΦ˙. (2.34)
Vycházíme z toho, že Ψ˙ je spjato s rotací kolem osy z1, Θ˙ je spjato s rotací kolem osy y2
a Φ˙ je spjato s rotací kolem osy x3 (Obrázek 7). Pomocí transformačních matic uvedených
v (2.30) a (2.31) dostáváme:
k2 = −i3 sin Θ + k3 cos Θ = −i sin θ + cos θ(j sinφ+ k cosφ), (2.35)
j3 = j cosφ− k sinφ. (2.36)
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Obrázek 7: Směry derivací Eulerových úhlů
Dosazením (2.35) a (2.36) do (2.34) máme:
ω = {−i sin Θ + cos Θ(j sin Φ + k cos Φ)}Ψ˙ + (j cos Φ− k sin Φ)Θ˙ + iΦ˙. (2.37)
Kombinací (2.33) a (2.37) a záměnou pořadí členů dostáváme:
ω = iP+jQ+kR = i(−Ψ˙ sin Θ+Φ˙)+j(Ψ˙ cos Θ sin Φ+Θ˙ cos Φ)+k(Ψ˙ cos Θ cos Φ−Θ˙ sin Φ).
Z této rovnosti vyplývá vztah mezi P, Q, R a Φ, Θ, Ψ:
P = Φ˙− Ψ˙ sin Θ,
Q = Θ˙ cos Φ + Ψ˙ cos Θ sin Φ,
R = Ψ˙ cos Θ cos Φ− Θ˙ sin Φ.
(2.38)
Nebo také vyjádřeno v maticovém tvaru: PQ
R
 =
 1 0 − sin Θ0 cos Φ cos Θ sin Φ




Vynásobením inverzní maticí zleva dostáváme: Φ˙Θ˙
Ψ˙
 =
 1 0 − sin Θ0 cos Φ cos Θ sin Φ




Po vyjádření inverzní matice máme rovnice pro určení časových průběhu Eulerových úhlů:
Φ˙ = P +Q sin Φ tan Θ +R cos Φ tan Θ,
Θ˙ = Q cos Φ−R sin Φ,
Ψ˙ = (Q sin Φ +R cos Φ)/ cos Θ.
(2.41)
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Již známe vztah mezi P, Q, R a Φ, Θ, Ψ. Rovnice (2.38) spolu s rovnicemi (2.22)
a (2.28) tvoří soustavu diferenciálních rovnic, kterou je možné řešit za předpokladu znalosti
pravých stran.
Dráhu letu vzhledem k souřadnému systému xeyeze určíme z průběhu jeho rychlosti
ve složkách. Vyjádříme vztah mezi U, V, W (složky rychlosti vc v souřadném systému
xyz) a mezi složkami vc v xeyeze. Protože víme, že systémy x1y1z1 a xeyeze jsou rovnoběžné













Rovnice (2.42) ukazuje vztah mezi složkami rychlosti U, V, W a Eulerovými úhly Ψ, Θ,Φ
popisujícími orientaci xyz vůči xeyeze. Z této rovnice můžeme po vyřešení soustavy po-
hybových diferenciálních rovnic určit dráhu letu vzhledem k zemi.
2.5 Přehled pohybových rovnic
V této části textu pouze zrekapitulujeme již odvozené pohybové rovnice pro letadlo a síly
a momenty rozepíšeme do složek podle příčiny vzniku:
m(U˙ − V R +WQ) = Xa +Xg +Xc +Xp +Xd,
m(V˙ + UR−WP ) = Ya + Yg + Yc + Yp + Yd,
m(W˙ − UQ+ V P ) = Za + Zg + Zc + Zp + Zd.
(2.43)
Síly s indexem a jsou síly aerodynamické, s indexem g gravitační, s indexem c jsou síly
způsobené řídícími prvky, s indexem p tažné síly a s indexem d síly způsobené změnami
v atmosféře. Obdobné označení použijeme i pro momenty:
IxxP˙ − (Iyy − Izz)RQ− Ixz(PQ+ R˙) = La + Lg + Lc + Lp + Ld,
IyyQ˙+ (Ixx − Izz)PR + Ixz(P 2 −R2) = Ma +Mg +Mc +Mp +Md,
IzzR˙− (Ixx − Iyy)PQ+ Ixz(QR− P˙ ) = Na +Ng +Nc +Np +Nd.
(2.44)
Máme tedy šest diferenciálních rovnic v proměnných U, V, W, P, Q, R. Proměnné
P, Q, R jsou s Eulerovými úhly spojeny kinematickými rovnicemi (2.38):
P = Φ˙− Ψ˙ sin Θ,
Q = Θ˙ cos Φ + Ψ˙ cos Θ sin Φ,
R = Ψ˙ cos Θ cos Φ− Θ˙ sin Φ.
(2.45)
K nalezení dráhy letadla vůči zemi ještě potřebujeme rovnice (2.42). Diferenciální rovnice
jsou nelineární, dají se tedy řešit pouze pomocí numerických metod. Rovnice v tomto
tvaru se používají v některých aplikacích, jako jsou např. letové simulace, vyšetřování
leteckých nehod nebo analýza odezvy letadla na velké vychýlení z rovnovážného stavu.
Většinou nás však zajímá ustálený pohyb (rovnovážný let) a pohyb, který se od ustáleného
stavu odchyluje pouze o malé hodnoty.
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3 Linearizace pohybových rovnic
3.1 Linearizace levých stran rovnic
Uvedenou soustavu nelineárních diferenciálních rovnic chceme nahradit soustavou lineár-
ních diferenciálních rovnic. Základní myšlenkou je uvážení pouze malých odchylek od ustá-
leného přímočarého letu. Pohybové proměnné letu rozepíšeme:
U = Us + u, V = Vs + v, W = Ws + w, P = Ps + p, Q = Qs + q, R = Rs + r,
Ψ = Ψs + ψ, Θ = Θs + θ,Φ = Φs + φ,
(3.1)
kde index s značí ustálenou (steady) hodnotu a malá písmena značí odchylky od této
hodnoty.
Za výchozí ustálený let budeme uvažovat ustálený přímočarý let, při kterém všechny
pohybové proměnné zůstávají konstantní, nebo nulové s časem vzhledem k souřadnému
systému pevně spojenému s letadlem a platí:
Ps = Qs = Rs = 0,
Vs = 0
Ψs = Φs = 0,
Xd = Yd = Zd = Ld = Md = Nd = 0.
(3.2)
Tzn. pro ustálený přímočarý let jsou nulové všechny složky úhlové rychlosti (Ps, Qs, Rs).
Protože rovina xz je rovinou symetrie letadla a letadlo letí přímočaře, není zde žádné
vybočení (sideslip), tzn. Vs = 0 (rychlost ustáleného letu ve směru osy y). Dále uvažujeme
nulový úhel vybočení (yaw) Ψs a také úhel příčného náklonu (roll) Φs. Při ustáleném letu
jsou síly na letadlo od atmosféry nulové.
Jelikož u, v, w a p, q, r jsme zavedli jako malé odchylky, jejich druhé mocniny a sou-
činy dvou odchylek budou také malé a můžeme je zanedbat. Dosadíme-li tedy vyjádření
(3.1) a (3.2) do rovnic (2.43) a (2.44), dostaneme:
m(u˙+ qWs) = Xa +Xg +Xc +Xp,
m(v˙ − pWs + rUs) = Ya + Yg + Yc + Yp,
m(w˙ − qUs) = Za + Zg + Zc + Zp.
(3.3)
Ixxp˙− Ixz r˙ = La + Lg + Lc + Lp,
Iyy q˙ = Ma +Mg +Mc +Mp,
Izz r˙ − Ixzp˙ = Na +Ng +Nc +Np.
(3.4)
Levé strany pohybových rovnic jsou již lineární.
3.2 Linearizace pravých stran rovnic
Gravitační členy
Gravitační sílu (Xg, Yg, Zg) vyjádřenou užitím 2. Newtonova zákona v souřadném sy-
stému Oe jako mg, kde gravitační zrychlení g má směr osy ze (tzn. ge = (0, 0, g)),
převedeme do souřadného systému Ob. V systému Ob má vektor g vyjádření:
gb = Lbege.
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Z tohoto dále dostáváme vztah pro složky gravitačního zrychlení v souřadném systému
Ob, resp. pro složky gravitační síly v tomto souřadném systému:
Xg = −mg sin Θ,
Yg = mg sin Φ cos Θ,
Zg = mg cos Φ cos Θ.
(3.5)
Pokud se pohyb letadla liší malými odchylkami od ustáleného stavu, jednotlivé složky
gravitační síly v xyz se mění. Tyto složky ale stále procházejí těžištěm letadla C. Z tohoto
důvodu k souřadným osám nevzniká od gravitační síly žádný silový moment (tohoto jsme
si mohli všimnout už ve vektorové pohybové rovnici (2.6)), tj.:
Lg = Mg = Ng = 0. (3.6)
Dosazením Φs = 0 (viz (3.2)) přejde (3.5) na tvar: XgsYgs
Zgs
 =
 −mg sin Θs0
mg cos Θs
 .
Jedná se o vyjádření gravitační síly pro ustálený přímý let, proto se zde objevují indexy s
u složek síly i u úhlu Θ.
Jak bylo již uvedeno v (3.1), malé odchylky od ustáleného letu popisují malé odchylky
od Eulerových úhlů (φ, θ, ψ). Jelikož se jedná o malé úhly, přejde transformační matice








cos θ cosψ cos θ sinψ − sin θ
sinφ sin θ cosψ−
− cosφ sinψ
sinφ sin θ sinψ+
+ cosφ cosψ
sinφ cos θ
cosφ sin θ cosψ+
+ sinφ sinψ
cosφ sin θ sinψ−












 1 ψ −θ−ψ 1 φ
θ −φ 1
 −mg sin Θs0
mg cos Θs
 .
Provedeme uvedené násobení a získáme složky gravitační síly pro ustálený let s malými
odchylkami:
Xg = −mg sin Θs −mgθ cos Θs,
Yg = mgψ sin Θs +mgφ cos Θs,
Zg = mg cos Θs −mgθ sin Θs.
(3.7)
Toto vyjádření gravitační síly je lineární. Gravitační síla se dá linearizovat i jiným způ-
sobem - viz [1], což vede na tvar:
Xg = −mg sin Θs −mgθ cos Θs,
Yg = mgφ cos Θs,
Zg = mg cos Θs −mgθ sin Θs.
V dalším budeme používat vyjádření gravitační síly linearizované popsaným způsobem
a uvedené v (3.7).




= α pro malé úhly.
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Aerodynamické členy
Kdykoliv se letadlo vychýlí z ustáleného přímého letu, aerodynamická rovnováha je naru-
šena. Chceme-li popsat aerodynamické změny, které probíhají během narušení rovnováhy,
použijeme následující metodu. Předpokládáme, že aerodynamické síly a momenty z rov-
nic (3.3) a (3.4) jsou závislé pouze na změnách proměnných ustáleného pohybu s malými
odchylkami a jejich derivacích, tj.:
Xa = Xa(u, v, w, p, q, r, u˙, v˙, w˙, ...).
Aerodynamické členy vyjádříme jako funkce aproximované Taylorovým polynomem prv-
ního stupně. Za významné považujeme proměnné u, v, w, p, q, r a proměnnou w˙, jejíž
změny způsobují významnou vztlakovou sílu.
Aerodynamickou sílu Xa v ose x souřadného systému spojeného s letadlem vyjádříme:















kde Xas je konstantní a představuje aerodynamickou sílu v ose x při ustáleném přímém




w, . . . se nazývají aerodynamické stabilitní derivace (aerodynamic
stability derivates). Stejný tvar vyjádření použijeme pro další dvě složky aerodynamické
síly a také pro složky aerodynamického momentu, např.:















Tato vyjádření aerodynamických členů jsou lineární a budeme je dále používat.
Řídící členy
Hlavními řídícími prvky letadla jsou výškovka, křidélka a směrovka. Tyto řídící prvky
způsobují změny aerodynamických podmínek, které ovlivňují síly a momenty působící
na letadlo. Linearizaci řídících sil a momentů provedeme stejnou metodou jako u aero-
dynamických členů s tím rozdílem, že hodnoty těchto členů jsou pro ustálený přímý let








kde úhel vychýlení křidélek značíme ξ, úhel vychýlení výškovky značíme η a úhel vychýlení
směrovky značíme ζ, kladné směry otáčení jsou naznačeny na Obrázku 8. Derivace L′ξ,
L′η, L
′
ζ , . . . se nazývají aerodynamické řídící derivace (aerodynamic control derivates).
Další řídící členy vyjádříme stejně. Je-li navíc vyžadováno studovat odezvu na další
řídící prvky, do vyjádření (3.10) přidáme další členy.
Tahové členy
Tahové členy budeme definovat pomocí tahového koeficientu τ charakterizujícího tah mo-
toru. Linearizace je opět provedena stejně jako u aerodynamických členů. Pro ustálený




Ostatní složky tahové síly a složky tahového momentu vyjádříme stejně. Koeficient τ se
obvykle měří vůči τs, který charakterizuje tah při ustáleném letu.
Máme tedy definovány gravitační členy, aerodynamické členy, řídící členy i tahové
členy. Tyto členy dosadíme do rovnic (3.3) a (3.4).
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Obrázek 8: Řídící prvky
3.3 Linearizované pohybové rovnice
Dosazením gravitačních, aerodynamických, řídících a tahových členů do rovnic (3.3) a (3.4)
obdržíme soustavu lineárních rovnic:















−mg sin Θs −mgθ cos Θs +X ′ξξ +X ′ηη +X ′ζζ +X ′ττ,
m(v˙ − pWs + rUs) = Yas + Y ′uu+ Y ′vv + Y ′ww + Y ′pp+ Y ′q q + Y ′rr + Y ′w˙w˙+
+mgψ sin Θs +mgφ cos Θs + Y
′




ζ ζ + Y
′
τ τ,
m(w˙ − qUs) = Zas + Z ′uu+ Z ′vv + Z ′ww + Z ′pp+ Z ′qq + Z ′rr + Z ′w˙w˙+
+mg cos Θs −mgθ sin Θs + Z ′ξξ + Z ′ηη + Z ′ζζ + Z ′ττ,
Ixxp˙− Ixz r˙ = Las + L′uu+ L′vv + L′ww + L′pp+ L′qq + L′rr + L′w˙w˙+






































Pro identifikaci členů Xas , Yas , ... předpokládáme ustálený přímý let s nulovými odchyl-
kami, tzn. že všechny pohybové proměnné a jejich derivace budou nulové:
Xas = mg sin Θs,
Yas = 0,






Dosazením (3.13) do soustavy (3.12) dostaneme:
mu˙−X ′uu−X ′vv −X ′w˙w˙ −X ′ww −X ′pp− (X ′q −mWs)q −X ′rr +mgθ cos Θs =







− Y ′uu+mv˙ − Y ′vv − Y ′w˙w˙ − Y ′ww − (Y ′p +mWs)p− Y ′q q − (Y ′r −mUs)r−
−mgφ cos Θs −mgψ sin Θs = Y ′ξ ξ + Y ′ηη + Y ′ζ ζ + Y ′τ τ,
− Z ′uu− Z ′vv + (m− Z ′w˙)w˙ − Z ′ww − Z ′pp− (Z ′q +mUs)q − Z ′rr +mgθ sin Θs =







− L′uu− L′vv − L′w˙w˙ − L′ww + Ixxp˙− L′pp− L′qq − Ixz r˙ − L′rr =







−M ′uu−M ′vv −M ′w˙w˙ −M ′ww −M ′pp+ Iyy q˙ −M ′qq −M ′rr =







−N ′uu−N ′vv −N ′w˙w˙ −N ′ww − Ixzp˙−N ′pp−N ′qq + Izz r˙ −N ′rr =








Rovnice tvoří soustavu šesti lineárních diferenciálních rovnic, na pravé straně jsou členy
popisující síly a momenty, které na letadlo působí.
3.4 Separace pohybových rovnic
Soustavu rovnic (3.14) separujeme na soustavu rovnic podélných a příčných, abychom
mohli posuzovat stabilitu dynamického systému letadla v jednotlivých rovinách.
Podélné pohybové rovnice
Ryze podélný (longitudinal) pohyb je pohyb, který je omezen v rovině symetrie xz. Pohyb
je tedy popsán pouze pohybovými rovnicemi náležícími síle X, síle Z a momentu M .
Pohyby, které nejsou omezeny v podélné rovině, zde nehrají roli, tzn. v = p = r =
v˙ = ... = 0. Dále pro podélné rovnice jsou aerodynamické stabilitní derivace související
s pohybovými proměnnými, které nejsou podélné, zanedbatelně malé a položíme je rovny
nule:
















r = 0. (3.15)
Stejně tak křidélka a směrovka nemají obvykle vliv na podélný pohyb, můžeme tedy
aerodynamické řídící derivace související s těmito řídícími prvky položit rovny nule:










ζ = 0. (3.16)
Podélné pohybové rovnice jsou rovnice pro sílu X, sílu Z a moment M z rovnic (3.14),
do kterých dosadíme (3.15) a (3.16). K těmto dynamickým rovnicím přidáme ještě jednu
kinematickou, lze ji určit z rovnice (2.45):
mu˙−X ′uu−X ′w˙w˙ −X ′ww − (X ′q −mWs)q +mgθ cos Θs = X ′ηη +X ′ττ,
−Z ′uu+ (m− Z ′w˙)w˙ − Z ′ww − (Z ′q +mUs)q +mgθ sin Θs = Z ′ηη + Z ′ττ,




Dostali jsme tedy soustavu čtyř lineárních diferenciálních rovnic prvního řádu o čtyřech
neznámých u, w, q, θ. Rovnice (3.17) jsou podélné pohybové rovnice symetrického po-
hybu vztažené k osám pevně spojeným s letadlem. Podélné rovnice je možné ještě dále
zjednodušit vztažením k osám stability.
Příčné rovnice
Příčné (lateral-directional) pohybové rovnice zahrnují pouze rovnice pro sílu Y , moment
L a moment N . Neuvažujeme žádný podélný pohyb, tzn. u = w = q = u˙ = ... = 0.
Dále pro příčné rovnice jsou aerodynamické stabilitní derivace související s pohybovými
proměnnými (a jejich derivacemi), které nejsou příčné, zanedbatelně malé a položíme je
rovny nule:






















q = 0. (3.18)
Dále odchylka výškovky a změna tahu nemají obvykle vliv na příčný pohyb, aerodynami-
cké řídící derivace související s výškovkou a derivace z vyjádření tahových členů mohou
být položeny rovno nule:










τ = 0. (3.19)
Příčné rovnice jsou proto rovnice pro sílu Y , moment L a moment N z rovnic (3.14).
Do těchto rovnic dosadíme (3.18) a (3.19). K těmto dynamickým rovnicím přidáme další
dvě kinematické, lze je určit z rovnice (2.45):
mv˙ − Y ′vv − (Y ′p +mWs)p− (Y ′r −mUs)r −mgφ cos Θs −mgψ sin Θs = Y ′ξ ξ + Y ′ζ ζ,
−L′vv + Ixxp˙− L′pp− Ixz r˙ − L′rr = L′ξξ + L′ζζ,




Rovnice (3.20) jsou příčné pohybové rovnice vztažené k osám pevně spojeným s leta-
dlem. Máme tedy soustavu lineárních diferenciálních rovnic prvního řádu pro 5 neznámých
v, p, r, ψ, φ. Tyto rovnice je možné dále zjednodušit, např. pokud bychom je vztáhli
k osám stability (eliminuje se neznámá ψ).
3.5 Popis ve stavovém prostoru
Za účelem dalších výpočtů a také simulace v prostředí Matlab & Simulink si soustavu
rovnic vyjádříme maticově. Pro malé odchylky od ustáleného přímého letu je letadlo
lineární dynamický systém.
Pohyb lineárního dynamického systému je kompletně popsán souborem proměnných -
stavových veličin, jejich počet je závislý na počtu stupňů volnosti systému. Stavové veličiny
tvoří tzv. stavový prostor. Dynamika lineárního dynamického systému je popsána dvěma
soustavami diferenciálních rovnic, první soustava je tvaru:
x˙(t) = Ax(t) + Bu(t), (3.21)
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kde x(t) je sloupcový vektor délky n stavových proměnných nazývaný stavový vektor, u(t)
je sloupcový vektor vstupních proměnných délky m zvaný vstupní vektor, A je stavová
matice typu (n, n), B je vstupní matice typu (n,m). Matice A, B mají konstantní prvky.
Druhá soustava rovnic popisuje výstup ze systému, obecně píšeme:
y(t) = Cx(t) + Du(t), (3.22)
kde y(t) je sloupcový vektor délky r výstupních proměnných nazývaný výstupní vektor,
C je výstupní matice typu (r, n), D je směrová matice typu (r,m). Obvykle je r ≤ n,
matice C a D mají konstantní prvky. Rovnice (3.21) a (3.22) popisují systém.
Často jsou výstupní proměnné stejné jako proměnné stavové, což zjednoduší popis
systému:
y(t) = x(t), r = n
a tedy:
C = I, D = 0.4
Výstupní rovnice se zjednoduší na tvar:
y(t) = Ix(t) ≡ x(t).
Nyní převedeme popis systému pomocí soustavy lineárních diferenciálních rovnic na po-
pis ve stavovém prostoru. Začneme s podélnými rovnicemi (3.17). Členy s derivacemi
pohybových proměnných převedeme na levou stranu, další členy na stranu pravou:
mu˙−X ′w˙w˙ = X ′uu+X ′ww + (X ′q −mWs)q −mgθ cos Θs +X ′ηη +X ′ττ,
(m− Z ′w˙)w˙ = Z ′uu+ Z ′ww + (Z ′q +mUs)q −mgθ sin Θs + Z ′ηη + Z ′ττ,
−M ′w˙w˙ + Iyy q˙ = M ′uu+M ′ww +M ′qq +M ′ηη +M ′ττ,
θ˙ = q.
Zapsáno maticově:












m −X ′w˙ 0 0
0 (m− Z ′w˙) 0 0
0 −M ′w˙ Iyy 0



















0 0 1 0













Popis ve tvaru (3.21) dostaneme vynásobením rovnice (3.23) zleva inverzní maticí k ma-
tici M:
x˙(t) = Ax(t) + Bu(t), (3.24)
4I je jednotková matice typu (n, n) a 0 je nulová matice typu (n,m).
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kde
A = M−1A˜ =

xu xw xq xθ
zu zw zq zθ
mu mw mq mθ
0 0 1 0







Prvky stavové matice A a matice vstupů B lze snadno vyjádřit, vyjádření lze nalézt v [1],







xu xw xq xθ
zu zw zq zθ
mu mw mq mθ
















a výstupní soustava rovnic:
y(t) = Ix(t) =

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0








Podélný pohyb s malými odchylkami od ustáleného přímého letu je tedy popsán čtyřmi
stavovými proměnnými u, w, q, θ. Z rovnice (3.26) vidíme, že výstupní proměnné jsou
zvoleny stejně jako proměnné stavové.








yv yp yr yφ yψ
lv lp lr lφ lψ
nv np nr nφ nψ
0 1 0 0 0





















y(t) = Ix(t) =

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0









Stavové proměnné jsou opět zvoleny stejně jako proměnné výstupní.
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4 Metody řešení
Při řešení budeme postupovat v souladu s teorií řízení pro lineární spojité systémy. Každá
z uvedených metod pracuje s rovnicemi ve vhodném tvaru.
4.1 Přenos
Přenos popisuje vztah mezi vstupními a výstupními proměnnými dynamické soustavy,
zapisuje se jako zlomek, který má v čitateli i jmenovateli polynom v komplexní pro-
měnné s. Abychom mohli určit přenos, musíme nejdříve odvozené diferenciální rovnice
v proměnné t převést pomocí Laplaceovy transformace na algebraické rovnice v pro-
měnné s. Bližší informace o Laplaceově transformaci a přenosu jsou uvedeny v dodatcích
B a C.







kde N θη (s) je polynom v proměnné s charakterizující odezvu v proměnné θ(s) na změnu po-
lohy výškovky η(s), ∆(s) je polynom v proměnné s, který je společný pro všechny přenosy








kde Npζ (s) je polynom v proměnné s charakterizující odezvu v proměnné p(s) na změnu
polohy směrovky ζ(s), ∆(s) je polynom v proměnné s, který je společný pro všechny
přenosy příčných rovnic.
Přenosy kompletně popisují podélnou i příčnou stabilitu. Vyšetřování stability dyna-
mického systému5 letadla se tedy zužuje na vyšetřování přenosů.
Přenos pro podélné rovnice
Vytvoříme Laplaceův obraz soustavy (3.17) za předpokladu nulových počátečních pod-
mínek a dosadíme q = θ˙, q˙ = θ¨: (ms−X ′u) −(X ′w˙s+X ′w) −((X ′q −mWs)s−mg cos Θs)−Z ′u −((Z ′w˙ −m)s+ Z ′w) −((Z ′q +mUs)s−mg sin Θs)













5Dynamický systém je stabilní, jestliže po jeho vychýlení z rovnovážného stavu dojde po skončení
příčiny vychýlení znovu k ustálení v rovnovážném stavu.
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Cramerovým pravidlem (viz dodatek A) určíme přenos pro podélné rovnice. Například
chceme-li určit odezvu na změnu polohy výškovky, změnu tahu položíme rovnu nule: (ms−X ′u) −(X ′w˙s+X ′w) −((X ′q −mWs)s−mg cos Θs)−Z ′u −((Z ′w˙ −m)s+ Z ′w) −((Z ′q +mUs)s−mg sin Θs)



































Laplaceovou transformací poslední rovnice soustavy (3.17) dostaneme sθ(s) = q(s). Pře-










Čitatelé přenosů dostaneme vyčíslením následujících determinantů:
Nuη (s) =
∣∣∣∣∣∣
X ′η −(X ′w˙s+X ′w) −((X ′q −mWs)s−mg cos Θs)
Z ′η −((Z ′w˙ −m)s+ Z ′w) −((Z ′q +mUs)s−mg sin Θs)




(ms−X ′u) X ′η −((X ′q −mWs)s−mg cos Θs)
−Z ′u Z ′η −((Z ′q +mUs)s−mg sin Θs)
−M ′u M ′η Iyys2 −M ′qs
∣∣∣∣∣∣ ,
N θη (s) =
∣∣∣∣∣∣
(ms−X ′u) −(X ′w˙s+X ′w) X ′η
−Z ′u −((Z ′w˙ −m)s+ Z ′w) Z ′η
−M ′u −(M ′w˙s+M ′w) M ′η
∣∣∣∣∣∣ .
Společného jmenovatele dostaneme určením determinantu:
∆(s) =
∣∣∣∣∣∣
(ms−X ′u) −(X ′w˙s+X ′w) −((X ′q −mWs)s−mg cos Θs)
−Z ′u −((Z ′w˙ −m)s+ Z ′w) −((Z ′q +mUs)s−mg sin Θs)
−M ′u −(M ′w˙s+M ′w) Iyys2 −M ′qs
∣∣∣∣∣∣ .
Odezvy na změnu tahu by se odvodily analogicky, změnu polohy výškovky bychom položili
rovnu nule a další postup by byl stejný. S odezvami na změnu tahu se příliš nepracuje.
Změna tahu obvykle nezpůsobí vychýlení letadla z rovnováhy, ale pouze jeho zrychlení.
Následně se letadlo znovu ustálí na jiné hodnotě rychlosti.













Odezvy se určují na typické signály, ke kterým dochází při provozu.
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Přenos pro příčné rovnice
Vytvoříme Laplaceův obraz soustavy rovnic (3.20) za předpokladu nulových počátečních
podmínek (stejně jako u podélných rovnic) a dosadíme p = φ˙, r = ψ˙: (ms− Y ′v) −((Y ′p +mWs)s+mg cos Θs) −((Y ′r −mUs)s+mg sin Θs)−L′v Ixxs2 − L′ps −Ixzs2 − L′rs













kde sφ(s) = p(s) a sψ(s) = r(s). Dále se zaměříme na změnu polohy směrovky. Změnu














Polynom v čitateli dostaneme vyčíslením determinantu:
Npζ (s) = s
∣∣∣∣∣∣
(ms− Y ′v) Y ′ζ −((Y ′r −mUs)s+mg sin Θs)
−L′v L′ζ −Ixzs2 − L′rs
−N ′v N ′ζ Izzs2 −N ′rs
∣∣∣∣∣∣
a polynom ve jmenovateli vyčíslením determinantu:
∆(s) =
∣∣∣∣∣∣
(ms− Y ′v) −((Y ′p +mWs)s+mg cos Θs) −((Y ′r −mUs)s+mg sin Θs)
−L′v Ixxs2 − L′ps −Ixzs2 − L′rs
−N ′v −Ixzs2 −N ′ps Izzs2 −N ′rs
∣∣∣∣∣∣ .













4.2 Metoda stavového prostoru
Tato metoda pracuje s popisem dynamického systému ve stavovém prostoru uvedeným
v (3.21) a (3.22). Určíme Laplaceův obraz soustavy za předpokladu, že matice A, B, C
a D jsou matice s konstantními prvky a počáteční podmínky jsou nulové:
sx(s) = Ax(s) + Bu(s),
y(s) = Cx(s) + Du(s).
(4.7)
První rovnici (4.7) upravíme:
x(s) = (sI−A)−1Bu(s), (4.8)
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kde I je jednotková matice stejného typu jako matice A. Dosazením (4.8) do druhé rovnice
(4.7) máme:
y(s) = [C(sI−A)−1B + D]u(s) = G(s)u(s), (4.9)





kde N(s) je matice, jejíž prvky jsou polynomy z čitatelů přenosů popisujících jednotlivé
rovnice soustavy, a ∆(s) je polynom ve jmenovateli, který je společný pro všechny přenosy.
Výhodou metody řešení je, že všechny přenosy získáme najednou.
Vyjádření přenosu je možné dále zjednodušit, pokud jsou stavové proměnné zvoleny
stejně jako proměnné výstupní (y(s) = x(s)):
G(s) = (sI−A)−1B = adj(sI−A)B
det(sI−A) , (4.11)
kde adj(sI −A) je adjungovaná matice k matici (sI −A), více informací v dodatku A.
Tato rovnice je ekvivalentní s vícenásobným provedením Cramerova pravidla. Porovnáním
rovnic (4.10) a (4.11) dostáváme:
N(s) = adj(sE−A)B,
∆(s) = det(sE−A). (4.12)
Přenosová matice pro podélné rovnice
Použijeme popis podélného systému ve stavovém prostoru (3.25) a dosazením do (4.11)
dostaneme matici přenosu pro podélné rovnice:
G(s) =

s− xu −xw −xq −xθ
−zu s− zw −zq −zθ
−mu −mw s−mq −mθ



















N qη (s) N
q
τ (s)




Přenosová matice pro příčné rovnice
Použijeme popis příčného systému (3.27) ve stavovém prostoru a dosazením do (4.11)
dostaneme matici přenosu pro příčné rovnice:
G(s) =

s− yv −yp −yr −yφ −yψ
−lv s− lp −lr −lφ −lψ
−nv −np s− nr −nφ −nψ
0 −1 0 s 0































V našem případě budeme volit metodu řešení soustavy rovnic dle způsobu zadání dat.
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5 Příklady
5.1 Příklad na podélné rovnice
Úkolem je určit odezvu dynamického systému letadla na změnu polohy výškovky. Použitá
data jsou naměřena na letadle Lockheed F-104 Starfighter a jsou převzata z [1].
Hustota vzduchu ρ = 0, 00238 slug/ft3
Složka rychlosti Us = 305 ft/s
Složka rychlosti Ws = 0
Úhel podélného sklonu Θs = 0
Hmotnost letadla m = 746 slugs
Moment setrvačnosti Iy = 65000 slug/ft2
Gravitační zrychlení g = 32, 2 ft/s2
X ′u = −26, 26 slug/s Z ′u = −159, 64 slug/s M ′u = 0
X ′w = 79, 82 slug/s Z
′
w = −328, 24 slug/s M ′w = −1014, 0 slug ft/s
X ′w˙ = 0 Z
′
w˙ = 0 M
′
w˙ = −36, 4 slug ft
X ′q = 0 Z
′
q = 0 M
′
q = −18135 slug ft2/s
X ′η = 0 Z
′
η = −16502 slug ft/s2/rad M ′η = −303575 slug ft/s2/rad
Obrázek 9: Lockheed F-104 Starfighter
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Řešení
Zadaná data vedou na řešení přes jednotlivé přenosy, nikoliv přes přenosovou matici.
Do Laplaceova obrazu soustavy uvedeném v (4.3) dosadíme: 746s+ 26, 26 −79, 82 24021, 2159, 64 746s+ 328, 24 −227530s


















0 −79, 82 24021, 2
−16502 746s+ 328, 24 −227530s
−303575 36, 4s+ 1014 65000s2 + 18135s
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
746s+ 26, 26 −79, 82 24021, 2
159, 64 746s+ 328, 24 −227530s







746s+ 26, 26 0 24021, 2
159, 64 −16502 −227530s
0 −303575 65000s2 + 18135s
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
746s+ 26, 26 −79, 82 24021, 2
159, 64 746s+ 328, 24 −227530s







746s+ 26, 26 −79, 82 0
159, 64 746s+ 328, 24 −16502
0 36, 4s+ 1014 −303575
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
746s+ 26, 26 −79, 82 24021, 2
159, 64 746s+ 328, 24 −227530s
0 36, 4s+ 1014 65000s2 + 18135s
∣∣∣∣∣∣
.
Pokud bychom chtěli znát odezvu jednotlivých proměnných v čase, museli bychom přenosy
vyčíslit a poté provést zpětnou Laplaceovu transformaci. Pro tyto účely si vytvoříme
simulaci v prostředí MATLAB & Simulink, pomocí které uvedené operace provedeme.
Budeme sledovat odezvu na skokovou změnu vstupu - skok z 0◦ na 10◦ .= 0, 174 rad
(Obrázek 10) a na obdélníkový signál (Obrázek 11) na vstupu výškovky. Schéma simulace
je na Obrázku 12. Při simulaci je nutné vhodně nastavit délku časového intervalu, po který
bude simulace probíhat, aby grafické výstupy (odezvy) byly dostatečně vypovídající.
Obrázek 10: Skokový signál Obrázek 11: Obdelníkový signál
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Obrázek 12: Schéma simulace
Po spuštění simulace dostáváme následující odezvy na skokový signál na výškovce
pro jednotlivé proměnné:
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Odezvy v jednotlivých proměnných na obdelníkový vstup na výškovce:
Odezvy na skokový i obdelníkový vstup se po počátečním vychýlení z ustáleného stavu
znovu ustálí, letadlo je tedy vůči těmto vstupům stabilní. Při konstrukci letadel mají tyto
odezvy velké využití hlavně z hlediska řízení systému, kdy se omezuje počáteční rozkmit
proměnné před jejím ustálením. Pokud chceme předem určit na jaké hodnotě se daná
veličina ustálí, použijeme limitu např. limt→∞ θ(t).
5.2 Příklad na příčné rovnice
Úkolem je určit odezvu dynamického systému letadla na změnu polohy křidélek a smě-
rovky. Uvedená data jsou naměřena na letadle Lockheed C-5A a jsou převzata z [1], jsou
vztažena k výšce 20000 ft, Machovu číslu 0, 6 (podíl místní rychlosti letu k místní rychlosti
zvuku) a k osám pevně spojeným s letadlem.
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yv = −0, 1060 1/s lv = −0, 0070 1/m s nv = 0, 0023 1/m s
yp = 0 lp = −0, 9880 1/s np = −0, 0921 1/s
yr = −189, 586 m/s lr = 0, 2820 1/s nr = −0, 2030 1/s
yφ = 9, 8073 m/s2 lφ = 0 nφ = 0
yψ = 0, 3768 m/s2 lψ = 0 nψ = 0
yξ = −0, 0178 m/s2 lξ = 0.4340 1/s2 nξ = 0.0343 1/s2
yζ = 3, 3936 m/s2 lζ = 0.1870 1/s2 nζ = −0.5220 1/s2
Obrázek 13: Lockheed C-5A
Řešení
Příklad budeme řešit pomocí metody stavového prostoru, tzn. pomocí přenosové matice.
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Pro určení matice přenosu použijeme MATLAB & Simulink. Schéma simulace je na Ob-
rázku 14. Opět nás budou zajímat odezvy na skokový a obdelníkový vstup, odezvy již
nebudeme uvádět všechny.
Obrázek 14: Schéma simulace
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Vybrané odezvy na skokový vstup na křidélkách ξ(t):
K ustálení dojde na hodnotě v(t) = 25, 7 m/s, což lze zjistit buď určením limity limt→∞ v(t),
nebo odečtením z grafu odezvy.
Úhel ψ(t) v reakci na skokový vstup neustále narůstá, protože křidélka se při skokovém
vstupu nevrací do původní polohy.
Vybrané odezvy na obdelníkový vstup na křidélkách ξ(t):
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Vybrané odezvy na skokový vstup na směrovce ζ(t):
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Úhel ψ(t) stále klesá, protože směrovka se při skokovém vstupu nevrací do původní polohy.
Vybrané odezvy na obdelníkový vstup na směrovce ζ(t):
Tyto odezvy jsou velmi významné pro celkový náhled na stabilitu letu. My jsme je provedli
pouze pro ilustraci výsledků práce.
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6 Závěr
Cílem bakalářské práce byl popis dynamického systému letadla, systém jsme popsali po-
mocí pohybových rovnic. Při jejich odvozování jsme vycházeli z 2. Newtonova pohybového
zákona a dalších fyzikální zákonů. Během odvození jsme učinili několik zjednodušujících
předpokladů. Významným krokem byl popis transformace vektoru mezi souřadnými systé-
my, kterou jsme využili pro odstranění integrálu přes objem jako funkce času. Odvozené
rovnice jsme poté linearizovali pomocí předpokladu ustáleného přímočarého letu s ma-
lými odchylkami. Tento předpoklad nebyl dostačující k linearizaci pravých stran rovnic,
proto jsme museli jednotlivé síly a momenty aproximovat Taylorovým polynomem prv-
ního stupně. Pro účely výpočtu a také simulace v prostředí MATLAB & Simulink jsme
systém dále popsali ve stavovém prostoru. Metody řešení soustavy diferenciálních rovnic
se zakládají na teorii řízení pro lineární spojité systémy. Postupy jsou popsány dva, buď
určíme pro každou rovnici přenos a poté z nich sestavíme matici přenosu, nebo můžeme
rovnou určit matici přenosu popisující chování celého systému. Příklady jsou uvedeny
pouze pro ilustraci nabytých poznatků a demonstraci stability systému letadla. Při ře-
šení příkladů jsme vytvořili simulaci v MATLAB & Simulink, která nám usnadnila určení
jednotlivých odezev. V praxi se odezvy na změnu polohy řídících prvků dále využívají
k určení, jak systém letadla řídit a jak omezit rozkmit v jednotlivých proměnných.
Hlavním účelem práce bylo pochopení a sjednocení poznatků z více pramenů, co do lo-
gické výstavby textu, ale také co do značení a následná demonstrace uvedených poznatků.
Bakalářská práce může být využita jako úvodní text do problematiky dynamiky letu.
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A Adjungovaná matice, Cramerovo pravidlo, převody
jednotek
V tomto dodatku je uvedeno bližší vysvětlení některých pojmů použitých v kapitole 4 Me-
tody řešení.
A.1 Adjungovaná matice
Matici adj(A) nazveme adjungovanou maticí k matici A, právě když:
adj(A) =

(−1)1+1D11 (−1)2+1D21 · · · (−1)n+1Dn1





(−1)1+nD1n (−1)2+nD2n · · · (−1)n+nDnn,
 ,
kde Dij je rovno determinantu matice, která vznikne vyškrtnutím i-tého řádku a j-tého
sloupce z původní matice A.





Soustava n lineárních rovnic o n neznámých:
a11x1 + · · · + a1nxn = b1
... +
. . . +
... =
...
an1x1 + · · · + annxn = bn
(A.1)
s nenulovým determinantem soustavy
D =




an1 · · · ann
6= 0 (A.2)
má právě jedno řešení (x1, ..., xn), kde xi = Di/D; přitom Di je determinant, který vznikne
z D tím, že v něm i-tý sloupec nahradíme sloupcem pravých stran rovnic (A.1).
A.3 Převody jednotek
Příklad na podélné rovnice (5.1) je zadán daty v imperiálních jednotkách, které jsou po-
užívány v USA. Definice těchto jednotek se často liší, z tohoto důvodu zde uvádíme, jak
převést imperiální jednotky na jednotky soustavy SI.
veličina označení imperiální jednotka jednotka SI
Hmotnost m 1 slug 14,594 kg
Délka l 1 ft 0,3048 m
Rychlost v 1 ft/s 0,3048 m/s
Zrychlení a 1 ft/s2 0,3048 m/s2
Hustota ρ 1 slug/ft3 515,383 kg/m3
Setrvačnost I 1 slug ft2 1,3558 kg m2
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B Laplaceova transformace
Laplaceova transformace je jedna ze základních integrálních transformací, která nám
umožňuje poměrně snadno řešit lineární obyčejné diferenciální rovnice transformací na al-
gebraické. Algebraické rovnice vyřešíme, provedeme zpětnou transformaci řešení a tím
získáme hledané řešení původních diferenciálních rovnic.
Pojem transformace říká, že každé funkci f(t) (t ∈ R), která splňuje určité podmínky,
přiřadíme funkci F (s) (s ∈ C), tzv. originálu přiřadíme určitým předpisem tzv. obraz.
Abychom mohli funkci f(t) transformovat, musí být spojitá, nebo po částech spojitá,
definovaná na (0,∞) a musí splňovat kritérium konvergence:
lim
t→∞
|f(t)|e−st = 0. (B.1)
Potom existuje Laplaceův obraz funkce f(t).





Symbolický zápis Laplaceovy transformace je (L je operátor přímé Laplaceovy transfor-
mace):
L{f(t)} = F (s). (B.3)









kde c je libovolné reálné číslo z oblasti konvergence F (s), integrujeme tedy přes přímku
v komplexní rovině rovnoběžnou s imaginární osou. Výpočet integrálu je prakticky téměř
neproveditelný, teoreticky jej lze spočítat pomocí reziduové věty. Uvedeným postupem ne-
musíme dojít k jednoznačně určenému originálu f(t), podmínky pro jednoznačnost jsou
uvedeny v [6]. V praxi se přímá i zpětná transformace provádí spíše použitím slovníku
Laplaceovy transformace, kde jsou vypsány originální funkce a k nim jejich obrazy. Tento
slovník se dá najít v literatuře, například [9]. Symbolický zápis zpětné Laplaceovy trans-
formace je (L−1 je operátor zpětné Laplaceovy transformace):
f(t) = L−1{F (s)}. (B.5)
Uvedený popis Laplaceovy transformace není příliš přesný, ale je dostačující pro naše
účely. Přesnou definici lze nalézt v [6]. Pomocí Laplaceovy transformace budeme definovat
přenos.
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C Diferenciální rovnice systému a přenos
Lineární spojitý systém se vstupem u(t) a výstupem y(t) je obecně popsán diferenciální
rovnicí:
any
(n) + an−1y(n−1) + ...+ a1y′ + a0y = bmu(m) + ...+ b1u′ + b0u, (C.1)
kde ai, bi jsou konstantní koeficienty. V rovnici (C.1) musí být splněna podmínka fyzikální
realizovatelnosti:
m ≤ n. (C.2)
Rovnice (C.1) nám umožňuje určit průběh odezvy systému y(t), pokud známe průběh
vstupního signálu u(t) a n počátečních podmínek y(0), y′(0), . . ., y(n−1)(0).
Přejdeme k přenosu, který je nejčastěji užívaným způsobem popisu lineárních spoji-
tých systémů. Je definován jako poměr Laplaceova obrazu výstupní veličiny k Laplaceovu







Máme-li lineární spojitý systém popsaný diferenciální rovnicí obecně ve tvaru (C.1), je
možné odvodit vzorec pro výpočet přenosu z diferenciální rovnice:
G(s) =
bms
m + ...+ b1s+ b0
ansn + ...+ a1s+ a0
.
Z podmínky (C.2) plyne, že stupeň polynomu v čitateli musí být menší nebo roven stupni
polynomu ve jmenovateli přenosu G(s). Z definice přenosu je zřejmé, že známe-li vstupní
signál systému u(t) respektive jeho obraz U(s), můžeme z přenosu G(s) určit odezvu
y(t) systému na libovolnou změnu vstupní veličiny u(t). Protože přenos G(s) je defino-
ván za předpokladu nulových počátečních podmínek, je i obraz odezvy možno spočítat
pouze za tohoto předpokladu. Obdobný vzorec lze odvodit i za předpokladu nenulových
počátečních podmínek. Ze vzorce (C.3) přímo plyne:
Y (s) = G(s).U(s).
Originál odezvy je dán zpětnou Laplaceovou transformací:
y(t) = L−1{G(s).U(s)}.
Takto je definován přenos pro jednu rovnici (viz [9]), pokud pracujeme se soustavou rovnic,
tak z jednotlivých přenosů sestavíme matici, jak je uvedeno v metodě stavového prostoru.
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